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Resumen

Esta conferencia presenta los objetos de aprendizaje tridimen-
sionales para dar apoyo a la comprension de conceptos matematicos
para los que la visualizacién propicia situaciones que permiten al
estudiante identificar, realizar inferencias y generalizaciones. Se
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Ciéncias e Matematica (PPGECIM) da Universidade Luetrana do Brasil (ULBRA). Professor da
ULBRA do curso de Matematica Licenciatura e da Engenharia e participa de projetos de ensino
com tecnologias. Entusiasta da robética e do GeoGebra, procura colocar o lidico no ensino da
Matemitica, levando significado aos conceitos matematicos ao interliga-los com a realidade.
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desarrollaron objetos de aprendizaje para el Calculo Diferencial e
Integral de Funciones Multivariadas para la derivada direccional,
curvas de nivel e integrales dobles. Para el estudio de la represen-
tacion polar, los objetos de aprendizaje se presentan en la forma de
simuladores roboticos, para los que los estudiantes utilizan comandos,
en forma polar, del movimiento a ser realizado. Las actividades con
los materiales desarrollados deben ser organizadas en secuencias
didacticas que permiten el aprendizaje a través de la construccién
de los conceptos involucrados con soporte en la visualizaciéon de los
objetos matematicos, sus caracteristicas y propiedades.

Palabras clave: Educacion matematica, GeoGebra, Objetos tridi-
mensionales.

Objetos de aprendizagem - potencialidades da visualiza¢ao
tridimensional

Resumo

Esta conferéncia apresenta os objetos de aprendizagem tridimen-
sionais desenvolvidos para dar apoio a compreensdo de conceitos
matematicos para os quais a visualizagdo propicia situagdes que
permitem ao estudante identificar e realizar inferéncias e generali-
zagdes. Foram desenvolvidos objetos de aprendizagem para o Célculo
Diferencial e Integral de fun¢des multivariadas para a compreensao
da derivada direcional, curvas de nivel e integrais duplas. Para o
estudo da representagdo polar foram os objetos de aprendizagem sao
apresentados na forma de simuladores robéticos, os quais os alunos
utilizam comandos na forma polar do movimento a ser realizado. As
atividades com os materiais desenvolvidos devem ser organizadas
em sequéncias didaticas que permitam a aprendizagem através da
construgdo dos conceitos envolvidos com suporte na visualizagao dos
objetos matematicos, suas caracteristicas e propriedades.

Keywords: Educagdo Matematica, GeoGebra, Objetos tridimen-
sionais.



Conferencias Objetos de aprendizaje-potencialidades de la vista tridimensional

Introdugao

A visualizagao, como uma maneira de organizar o pensamento e dar
suporte a compreensao dos conceitos matematicos, vem sendo abordada
em pesquisas que trazem como pauta das discussoes, o ensino que valoriza
a construcao dos conceitos em detrimento dos processos algoritmicos.
Os estudos sobre a visualizagdo originaram-se na area da psicologia que
estabelece a relacdo das habilidades de visualizagdo com as habilidades
cognitivas espaciais (Lohman, 1996).

Ressalta-se que o processo de visualizagao é uma agao mental ou fisica
a nas quais as imagens mentais estdo envolvidas. Sdo considerados dois
processos na visualizagao, ainterpretagio deinformagao para criarimagens
mentais e a interpretacdo da imagem mental para gerar informagao, com
a segunda entendida como: a observagao e analise de imagens mentais; a
transformagao de imagens mentais em outras imagens; e a transformagao
de imagens em outro tipo de informacao (Gutiérrez, 1996).

Se na psicologia as pesquisas sobre visualizagao, habilidade espacial
e imagem mental sio de longa data, na educagdo matematica estes
estudos iniciam na década de 80, sendo fundamentados nos estudos da
psicologia cognitiva e considerando os aspectos do pensamento visual
na aprendizagem matemdtica, no campo da didatica da matematica,
semiotica e perspectivas socio-culturais (Flores, Wagner, & Buratto, 2012).

De acordo com o contexto, psicologia, matematica ou educagio
matematica, o termo visualizagdo é interpretado de maneira diferente.
Segundo Gutiérrez (1996), na educagdo matemdtica, siao usados
desenhos, figuras, diagramas, representagcdes computacionais como parte
das atividades diarias nas salas de aula. De modo que os educadores
matematicos consideram que a imagem mental e as representacoes
externas tém que interagir para uma melhor compreensao e solugdo da
situagdo problema.

13



14

Agostinho Iaqchan Ryokiti Homa

Na educacdo matemdtica o recurso visual permite a associagao
das imagens a conceitos e, nesse ambito desenvolve-se os objetos de
aprendizagem para a aprendizagem do Calculo para fun¢des multivariadas
e a representacdo polar. Sendo a habilidade espacial considerada como
a habilidade de gerar, reter, recuperar e transformar imagens visuais
(Lohman, 1996), é necessario o acesso a essa informagio, na forma de
imagem, para que ela possa ser reproduzida mentalmente ou externamente
para a resolu¢do de um problema.

As pesquisas para o desenvolvimento dos objetos de aprendizagem
tridimensionais, as sequéncias didaticas e a sua aplicacao em sala de aula,
estdo vinculadas aos aspectos didaticos da aprendizagem matematica. Os
trabalhos consideram que a abstragao, o raciocinio e a l6gica sao essenciais
para a aprendizagem matematica, e valorizam mais a compreensdo do
que o processo algoritmico, fazendo uso das imagens como um suporte
ao pensamento matematico, propiciando um ambiente experimental
interativo que possibilita ao aluno realizar conjecturas e, em um processo
de interagdo, observagdo e reflexdo para generalizar propriedades e
abstrair conceitos.

Os objetos de aprendizagem tridimensionais

Segundo Merril (2002), objetos de aprendizagem sem um design
instrucional sao somente objetos de conhecimento. Para Calculo
Diferencial e Integral, envolvendo fun¢des de duas variaveis, foram
desenvolvidos objetos de aprendizagem que proporcionam ao estudante
situagdes para explorar e formular conjecturas, confrontando conceitos
e conhecimentos prévios apresentados no estudo de fun¢des de uma
variavel independente.

A figura 1 apresenta o objeto de aprendizagem para o estudo da
derivada direcional com vista tridimensional anaglifa. Na janela a
esquerda introduz-se a fungdo, e manipula-se o ponto e a diregdo para
a derivada direcional. Na janela tridimensional o estudante visualiza o
plano tangente no ponto selecionado e a proje¢ao do vetor diregao. Os
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botdes permitem que sejam ocultadas a fungao, o vetor diregéo e o plano
tangente, diminuindo a quantidade de objetos graficos para facilitar a
visualizagdo e exploragao de situagdes.

Figura 1.

Figura 1. Objeto de aprendizagem para o estudo da derivada direcional
Fonte: O autor.

A atividade com o este objeto de aprendizagem é organizada
e orientada fazendo uso de questionamentos utilizando os
conhecimentos prévios de fungdes de uma variavel e pode ser iniciada
com o paraboloide f(x,y)=x>+y*-1.

= Qual o valor de f(x1,y: ),f(x2,y2 ) e f(x3,ys )? Escolhendo os pontos
para gerar as situacoes de valor positivo, negativo e zero.

= No ponto (x,y;) a fungdo é crescente ou decrescente? O objetivo é
que o aluno veja a necessidade de se adotar uma diregdo pois somente
com o ponto ndo é possivel afirmar a caracteristica de variabilidade da
funcéo.

» Relembrando que na fun¢ao de uma variavel temos um ponto
critico quando a taxa de variagdo é zero, ou seja,Z—{C:o . Para o ponto
(x2, y2) (que ndo é um ponto critico da fun¢io) temos um ponto de
maximo ou de minimo? Nesse ponto existe uma direcdo em que a
taxa de variagdo é nula? Entao porque nédo é ponto critico? Para esses
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questionamentos deve-se ativar o vetor dire¢do e o plano tangente
do objeto de aprendizagem para que, através de experimentagoes, o
estudante identifique a variagdo é nula somente em duas diregdes.

o A fungdo tem um ponto de maximo ou de minimo definido?
Quais sdo as caracteristicas de variagdo nesse ponto? (Manipulando
o ponto o estudante é levado a encontrar o ponto de minimo do
paraboloide e, realizando mudangas no vetor dire¢ao, identifica que a
taxa de variagdo permanece nula mesmo com a mudanga de dire¢do
do vetor).

A fungio f(x,y)=x>-y*+1 tem um ponto de méximo ou de minimo
definido? Quais sdo as caracteristicas da fun¢ao no ponto (0,0) ? (O
hiperboloide de uma folha tem um ponto critico que ndo é ponto
de maximo ou de minimo, mas um ponto de sela. Nesta situa¢ao o
estudante, através da rotagdo do hiperboloide, verifica as propriedades
do ponto critico e comprova pela visualizacdo que ndo basta somente
uma de variagdo nula em todas as dire¢des para que seja ponto de
maximo ou de minimo).

o A figura 2 apresenta o objeto tridimensional anaglifo para
aprendizagem de curvas de nivel e as integrais duplas para célculo da
regido topoldgica delimitada pela funcéo.

Figura 2.

Figura 2. Objeto de aprendizagem para curvas de nivel e estudo de regioes entre fungoes
Fonte: O autor.
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Para o estudo de curvas de nivel, o objeto possui botdes para ativar
o plano de corte paralelo ao plano XY. Para as curvas de nivel tem-se
disponivel dois botdes, um que controla o plano de intersecgdo paralelo
ao plano XY e outro que apresenta as curvas para os valores inteiros

de f(x,y).

O estudante manipula o controle k e altera o plano paralelo ao plano
XY que apresenta a curva de intersec¢ao com a fungdo identificando
o que ¢ a curva de nivel. Manipulando o controle 1, aparecem curvas
de nivel com valores inteiros para f(x,y) e rotacionando a fun¢ao para
uma vista de topo o aluno visualizara as curvas de nivel. Essa atividade
permite a compreensao da relagao entre a representa¢ao bidimensional
das curvas de nivel e a representagio tridimensional da fungao.

Para o estudo das integrais duplas e regides topologicas entre a
funcao e o plano XY, o objeto, figura 3, disponibiliza botoes para ativar
o plano perpendicular ao eixo x ou y, para dar suporte ao conceito da
integral dupla. E possivel usar da visualizacdo para fazer um paralelo
em relacdo a soma de Riemann como a soma das regides definidas
pelo plano manipulado. No painel esquerdo é possivel manipular os
pontos A, B, C e D que definem a regido retangular “abaixo” da fungéo
e, consequentemente, os intervalos de integra(;éo.

Nos dois objetos o estudante insere a funcdo que deseja estudar
nos campos apropriados, possibilitando o estudo de quaisquer
fungoes. O uso da representagao geométrica tridimensional permite
a interpretacdo do objeto estudado com nogdes de profundidade,
evitando a perda de informagdo que ocorre na representacio em
perspectiva.

As imagens apresentadas no presente artigo foram reproduzidas
com o recurso estereoscopico anaglifo e recomenda-se o uso dos
6culos apropriados para melhor visualizagao.

17



18

Agostinho Iaqchan Ryokiti Homa

Figura 3.
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Figura 3. Objeto de aprendizagem para curvas de nivel e estudo de regides entre fungdes
Fonte: O autor.

Na disciplina de Calculo sdo estendidos os conceitos de valor e
variagdo das fungdes para que o estudante desenvolva a capacidade
de, através das analises da fun¢dao em um ponto, utilizar de estratégias
preditivas para determinar as situagdes dos fendmenos associados ou
representados pela func¢do e assim decidir e tomar as agdes quando
necessario. Entende-se, deste modo, que o recurso visual proporciona
situagdes para a compreensdo das caracteristicas da fun¢do em um
ponto.

Os simuladores robdticos tridimensionais propiciam situag¢des
nas quais o ambiente de interagdo possibilita ao aluno identificar a
necessidade de referenciar os objetos no espago na representagdo
polar, pois assim se movimentam os bragos robdticos, com rotagdes
e extensoes.
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Foram desenvolvidos dois simuladores robéticos o primeiro, Figura
4, apresenta um brago robdtico que rotaciona sobre sua base e estende
seu brago. O objeto de aprendizagem coloca uma bola aleatoriamente
no plano e, para que o brago a pegue é necessario informar quanto o
brago estende e rotaciona. Recomenda-se que os alunos tentem pegar
a bola e verifiquem que hd a necessidade de um calculo a ser realizado
para que a bola seja pega.

Figura 4.
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Figura 4. Simulador robético 1 para aprendizagem da representagio polar
Fonte: O autor.

A interagdo najanela 3D permite que o aluno identifique o triangulo
retangulo formado pelas coordenadas e o brago do robd, sendo possivel
que o mesmo calcule quanto o brago deve estender para pegar a bola.

Para o calculo da rotagao pode-se valer do uso das operagdes trigo-
nomeétricas inversas como o arcoseno ou arcotangente, determinando
assim o valor que o braco deve rotacionar. Também é possivel utilizar a
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janela de CAS para que o GeoGebra determine o valor do 4ngulo, mas
sendo o objetivo do objeto de aprendizagem apresentar a representacao
polar considera-se oportuno o ensino das operagdes trigonométricas
inversas.

Na Figura 5, apresenta-se o segundo simulador robdtico que se
assemelha mais aos bracos robdticos reais. Este simulador deve ser
apresentado posteriormente ao primeiro simulador para que o aluno ja
identifique quais os calculos devem ser realizados. Por este simulador
representar um brago articulado é necessario que seja calculado o
angulo de abertura para que se consiga a distancia entre a base e a bola
a ser pega. Para esse célculo utiliza-se da lei dos cossenos a’=b*+c?-2bc
cos 0, para b e ¢ o tamanho dos segmentos do brago robético e a
distincia entre a base e a bola. Nesta situacio utiliza-se o arco cosseno
para determinar o 4ngulo de abertura do braco.

Figura 5.
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Figura 5. Simulador robdtico 2 para aprendizagem da representagdo polar
Fonte: O autor.

Deste modo nos simulares robéticos a representagao polar tem um
significado pratico e util, proporcionando situagdes para que o aluno
desenvolva a capacidade de identificar a qual a melhor representagao
espacial de acordo com a situagdo problema que se apresenta.
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Ressalta-se que os simuladores propiciam a introdugdo as
operagdes trigonométricas inversas devendo ser explorado as situagdes
posicionais da bola para chamar a atengdo aos arcos congruos como é
o caso quando a bola esta no segundo e terceiro quadrantes. Também
chamamos a atengdo que os resultados das operagdes trigonométricas
inversas sdo em radianos e requerem a conversao para graus.

Conclusao

O uso do GeoGebra para estudos das fungdes multivariadas,
ofereceu a experimentacio de situagoes diferenciadas que possibilita-
ram a observagdo das caracteristicas e propriedades geométricas dos
objetos para formulagao de conjecturas e compreensao dos conceitos
matematicas estudados como a derivada direcional, os pontos criticos
de fun¢des multivariadas, a representagdo por curvas de nivel e a
regido topoldgica delimitada pela superficie e o plano XY.

Os objetos de aprendizagem para as fun¢des multivariadas sdo
utilizados nas turmas das engenharias da ULBRA e percebeu-se
que a ha uma melhora na compreensdo dos conceitos matematicos
envolvidos, nao ficando na operacionaliza¢do sistematica e algébrica
para o calculo de pontos criticos e integrais duplas. Os alunos externam
que representagdes tridimensionais estereoscopicas (utilizando dculos
3D) auxiliam no entendimento da variabilidade da funcdo pela
visualizagdo e interacdo com os objetos tridimensionais, levando a
compreensao das caracteristicas das fun¢des multivariadas em um
determinado ponto. Os simuladores robdticos estao sendo aplicados
em classes experimentais do curso Licenciatura em Matematica e
ainda nao formalizamos os resultados.
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