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Resumen

La presente investigacion se enmarca en el campo de la ensefianza
de la geometria euclidiana y no euclidiana. La estructura de en-
seflanza-aprendizaje propuesta esta basada en el uso del software
dinamico GeoGebra y del modelo de razonamiento de Van Hiele. Los
resultados alcanzados a través de nuestra experimentacion didactica
con estudiantes de educacion superior muestran que al final de su
aplicacidon, mas del 50% de estudiantes desarrollaron capacidades para
demostrar teoremas de forma rudimentaria y que mas del 30% lograron
demostrarlos de forma justificada. La metodologia algoritmica
desarrollada en este proceso es flexible y brinda la posibilidad de crear
nuevos recursos dindmicos para las demostraciones de otros teoremas,
por ejemplo, en el campo de la geometria eliptica, proyectiva y fractal.

Palabras clave: Ensefianza, Geometria, GeoGebra, Modelo de Van
Hiele, Teoremas.

GeoGebra and the Van Hiele model for the development of
geometric theorems

Abstract

This research is about the teaching of Euclidean and non-Euclidean
geometry. Our proposed teaching-learning structure is based on the
use of the GeoGebra dynamic software and the Van Hiele reasoning
model. The results achieved through our didactic experimentation,
with higher education students, show that, at the end of its application,
more than 50% of students developed skills to demonstrate theorems in
a rudimentary way, and that more than 30% managed to demonstrate
them in a justified way. The algorithmic methodology developed in this
process is flexible and offers the possibility of creating new dynamic
resources for the demonstrations of other theorems, for example, in
the field of elliptical, projective and fractal geometry.
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Introduccion

La aparicion de las tecnologias digitales revoluciond a la humanidad
Y, por ende, al sistema educativo. En este sentido, el software dinamico
permite generar un ambiente que re dimensiona la forma de percibir
la naturaleza de los objetos, cuestionando las formas tradicionales
de ensefianza de las matematicas. En particular, GeoGebra permite
dibujar figuras en funcién de sus relaciones geométricas; sus cons-
trucciones son dindmicas, pues estas permiten interactuar (mover,
modificar...) con construcciones ya realizadas. Ademas, este software
funciona como un mediador semidtico que activa la motivacion y
participacion de los estudiantes (Garcia, 2011).

No existe un solo camino para conseguir el éxito pedagogico, sino
mas bien hay que considerar las interacciones dinamicas con las metas
cognoscitivas y sociales. Por eso, aparecen varios modelos de ensefian-
za-aprendizaje que estructuran un plan que configura el curriculo para
disefiar materiales didacticos que reorientan todo proceso pedagogico
en el aula (Varcarcél, 2004). Uno de los més citados modelos de en-
seflanza-aprendizaje es el modelo de razonamiento geométrico de
Van Hiele. En la actualidad, dicho modelo es usado como objeto de
estudio para organizar unidades de ensefianza, evaluar procesos de los
estudiantes y aportar pautas, ademds se utiliza para la organizacion del
curriculo bajo el enfoque constructivista (Gutiérrez, 2011).

Metodologia

Esta investigacion se enfocd en probar la efectividad que genera
en el aula, un modelo de ensefianza-aprendizaje que involucra el
software dinamico GeoGebra y el modelo de razonamiento de Van
Hiele, aplicado a la ensefanza de las demostraciones de la geometria
euclidiana (Llerena, 2019). Para probar la efectividad de la metodologia
propuesta se trabajo con estudiantes, divididos en un grupo de control
y otro experimental con el que se desarrollo esta propuesta didactica.

109



Carlos Vicente Llerena - Fabrizio Logiurato - Juan Francisco Tlapanco

110

Figura 1.

l Felusdetn de Qos oD cies ] |

[ Lirups dr Inv esdigueciins ] [

Crrupa e cunirosl I

S~ b

0o Bk gl e 1 Ssleeciie v sdapincldn
UL UrEmE e Ia merr=delagin A
didkacilous R

[

1. Preswews b
e i wiwcion

- S
HEcpreseniacsen
dol sanrema
PEHTHITRE O
- -

S S —_—
ks il e o Farciden dad
el becroma watialuarse
EEHTIE T

CUrmaasidin dis 1
ApadmEras L e

P
deceniz

apirein s je
1 L} -

-~ =
Lhepaicedn v
e | rro T Ty

-

Figura 1. Representacién modelo de investigacién

Disefio de recursos didacticos

Los recursos didacticos conforman el eje central del modelo
de ensenanza-aprendizaje del proceso investigativo. Mientras que
para el grupo de control se establecié una metodologia tradicional
con el uso de instrumentos geométricos tradicionales (regla, adras,
graduador compas), para el grupo experimental se reemplazaron
estos instrumentos por recursos didacticos generados por el software
dinamico GeoGebra. La utilizacion del programa y la construccion de
tales recursos didacticos se sintetizan en las siguientes fases:
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o Representacion del teorema geométrico

En la construccion del axioma o teorema geométrico se prioriza
la presentaciéon de los elementos basicos involucrados, que son
construidos directamente en la interfaz grafica de GeoGebra.

o Dinamizacion del teorema geométrico

La construccion geométrica plana desarrollada en el entorno
de GeoGebra es dinamizada con dreas, lineas, segmentos de rectas,
angulos y puntos, controlados por medio de deslizadores que ayudan a
visualizar las propiedades y caracteristicas del teorema.

o  Creacion de la secuencia de aprendizaje

En funcién de un teorema geométrico se disefian preguntas
abiertas que llevan al estudiante a un proceso de reflexion. Este paso
es fundamentado en los elementos geométricos dinamizados, que
le permiten al estudiante escalar por los niveles de razonamiento de
Van Hiele: visualizacidn, analisis, clasificacién y deducciéon formal.
Las preguntas inducen a explorar, descubrir, caracterizar, conjeturar
y demostrar atributos y propiedades de la construccion geométrica.
La tabla 1 muestra las cualidades y propiedades caracteristicas de los
primeros cuatro niveles de razonamiento de Van Hiele.

Tabla 1.

Tabla 1. Niveles del modelo de razonamiento de Van Hiele

Procesos Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4
Visualizaciéon | Analisis Clasificacion Peduticién
orma
Reconoci- Atributos Propiedades
miento y fisicos (posi- | matematicas
descripcion | cion, forma,
tamafio)
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Uso de defi- Definiciones | Definiciones | Aceptar defini-
niciones con estructura | con estructu- | ciones equiva-
simple ras matemati- | lentes
cas complejas
Formulacién | Listado de Listado de Conjuntode | Pruebala
de definicio- | propiedades | propiedades | propiedades | equivalencia
nes fisicas matematicas | necesarias de definicio-
suficientes nes
Clasificacion | Exclusiva Exclusiva Con diferentes
basada en basada en definiciones
atributos fi- atributos ma- | exclusivas e
sicos tematicos inclusivas
Demostra- Verificacion Demostracio- | Demostracion
cion con ejemplos | nes logicas matematica
y demostra- | informales formal
ciones empi-
ricas

Fuente: Aravena & Caamario (2013)

« Disposicion y funcionamiento de la secuencia de aprendizaje

La metodologia propuesta involucra preguntas abiertas y ligadas al
teorema geométrico que buscan el descubrimiento y entendimiento
gradual de axiomas y propiedades hasta llegar a su demostracion.
Para tener una visién conjunta se ha dispuesto su ubicacion en el area
grafica del entorno de GeoGebra, al costado derecho de la construccién
geométrica, evitando intersecciones con las lineas. Cada pregunta estd
regulada por una casilla de control que permite encriptar informacién
de la construccion o de su respuesta. Las preguntas deben ser activadas
de forma secuencial, dando un tiempo para que el estudiante razone y
exponga sus ideas. Un ejemplo se muestra en la figura 2.
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Figura 2. Teorema: los dngulos opuestos por el vértice son congruentes

e  Proceso de experimentacion

El proceso de experimentacion se dio en dos tiempos: el primero
se aplicd a una muestra de estudiantes de nivelacion de la Universidad
Regional Amazoénica IKIAM vy el segundo, a una muestra de
estudiantes de inicio de carrera del Instituto Tecnoldgico Superior
Tena. La eleccion de los temas para el proceso de experimentacion
fueron tomados en funcién tanto del contenido tematico como del
texto guia (Geometria Plana de G. Calvache) descritos en el silabo de
matematicas del programa de Nivelacion de la Universidad IKIAM.
El contenido seleccionado fue el siguiente: angulos complementarios,
angulos suplementarios, angulos opuestos por los vértices, propiedades
de los angulos formados por dos rectas cortadas por una transversal,
propiedades de los angulos alternos internos, alternos externos y co-
rrespondientes, propiedades de los angulos en los triangulos y de las
bisectrices de estos.

Resultados
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De las experiencias realizadas en las dos Instituciones de
Educacion Superior se probd que inicialmente los grupos de control
e investigacion formaron parte de un mismo grupo de estudio y que,
luego de la aplicacion de las metodologias de ensefianza-aprendizaje se
diferenciaron en el nivel de razonamiento geométrico.

Figura 3.
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Figura 3. Resultados de los grupos en el proceso de investigacién de las 1Est

En la evaluaciéon final, representada en la figura 3, se aprecia
que la concentraciéon de estudiantes en los niveles de razonamiento
geométrico 1y 2 de los grupos de control, corresponde a 9 estudiantes
con un equivalente del 52,94% del total. Mientras que la suma de
los grupos de investigacion fue de 8 estudiantes correspondiente al
28,57% del total.

4 TES= Instituciones de Educacién Superior. EV= Evaluacién. FIN= Final.
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La concentracién de estudiantes en los niveles de razonamiento
geométrico 3 y 4 del grupo de control fue de 8 estudiantes, esto es
el 47,18% del total, mientras que en el grupo experimental de 20
estudiantes el equivalente es el 71,43% del total. En el estudio del
fortalecimiento del razonamiento geométrico, la metodologia con uso
de software dindmico desarrollada en el grupo experimental, difiere
de forma favorable en un 24,37%, frente a la metodologia tradicional
(desarrollada con el grupo de control de la Amazonia).

En la misma figura se puede visualizar que mas del 75% del total
de estudiantes que participaron en la evaluacion inicial se ubican en
los niveles inferiores del modelo de razonamiento de Van Hiele. En la
evaluacion final del grupo de control el porcentaje se reduce alrededor
del 50%; y del grupo experimental el porcentaje baja a menos del
30%.

La metodologia con uso de software dinamico desarrollada en el
grupo experimental permitié variar aproximadamente un 45% de los
niveles inferiores a los niveles superiores del modelo de razonamiento
de Van Hiele: aproximadamente 20% mas que la metodologia
tradicional. Adicionalmente, aporta a ubicar a mas del 50% de los
estudiantes en los niveles superiores del modelo de Van Hiele y a mas
del 30% en el nivel maximo.

Conclusiones

En la metodologia de ensefianza-aprendizaje propuesta para el
tratamiento de las demostraciones geométricas Euclidianas se disefi6
un esquema algoritmico que permitié representar los teoremas por
medio del software dindmico GeoGebra. En los recursos didactico-tec-
noldgicos, creados en el entorno de GeoGebra, los procesos de reflexion
y su maduracién fueron medidos a través de preguntas disefiadas para
el establecimiento del nivel alcanzado en la escala de Van Hiele. Por
medio de dos etapas de experimentacion se probo la efectividad de
la metodologia de ensefianza-aprendizaje en el tratamiento de las de-
mostraciones Euclidianas.

115



116

Carlos Vicente Llerena - Fabrizio Logiurato - Juan Francisco Tlapanco

La investigacion generd un util recurso dindmico para la ensefianza
de 9 teoremas Euclidianos. Sin embargo, la metodologia algoritmica
presentada es flexible y brinda la posibilidad de crear nuevos recursos
de cualquier teorema que pueda ser representado por medio de una
figura. Se proyecta como una investigacion interesante al extender al
abordaje delas demostraciones en el campo de la geometria hiperbdlica,
eliptica, descriptiva, espacial, proyectiva y fractal. Ademas, nuestro
proceso de investigacion busca generar instructivos para profesores
de educacion basica que aprovechen la facilidad de uso de la interfaz
grafica de GeoGebra y asi crear un nuevo material para capacitacion
y actualizacion de docentes de instruccion basica para la Amazonia
ecuatoriana.
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